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    Введение
    Функциональный анализ является одним из важнейших разделов математического анализа, воплотившим в себе единство абстрактной и прикладной математики.
    Данный сборник содержит задачи, подобранные в соответствии с программой курса «Функциональный анализ и интегральные уравнения» для студентов специальности 1-31 03 01-02 − «Математика (научно-педагогическая деятельность)» (5-й семестр обучения). В сборнике представлены наиболее типичные задачи по разделам «Метрические пространства», «Линейные нормированные пространства и операторы в них».
    Предлагаемый материал направлен на закрепление теоретического материала путем самостоятельного решения задач, а также на овладение основными приемами и методами решения задач по функциональному анализу.

    Сборник предназначен, в первую очередь, для проведения лабораторных и практических занятий по курсу «Функциональный анализ и интегральные уравнения». Подбор задач осуществлен в соответствии с расположением учебного материала в программе дисциплины. Задачи объединены в группы по темам, по каждой из которых учебным планом по дисциплине «Функциональный анализ и интегральные уравнения» для студентов специальности 1-31 03 01-02 − «Математика (научно-педагогическая деятельность)» предусмотрено выполнение лабораторной работы. Для каждого типового задания подобрано 6 вариантов задач примерно одинаковой сложности. Это позволит также использовать сборник для самоконтроля при подготовке к экзамену. Самостоятельное решение задач по функциональному анализу часто вызывает большие трудности у студентов, поэтому пособие содержит примеры решения типовых задач.

    1 Метрические пространства
    Тема 1
    Сходящиеся последовательности в метрических пространствах

    1.1.1 Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a, если выполнены следующие условия (таблица 1.1.1).
Таблица 1.1.1
	вариант
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    1.1.2 Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a, если выполнены следующие условия (таблица 1.1.2).
Таблица 1.1.2
	вариант
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Окончание таблицы 1.1.2
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    1.1.3 Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a, если выполнены следующие условия (таблица 1.1.3). 
Таблица 1.1.3

	вариант
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    1.1.4 Является ли данное условие: а) необходимым, б) достаточным, в) необходимым и достаточным для сходимости последовательности xn в метрическом пространстве X (таблица 1.1.4)?

Таблица 1.1.4
	вариант
	X
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Окончание таблицы 1.1.4
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    1.1.5 Найти предел последовательности xn в метрическом пространстве X, если он существует (таблица 1.1.5).
Таблица 1.1.5
	вариант
	X
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    Примеры решения типовых задач
    1 Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства  X  к точке  a.

    Пример 1 
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Значит, xn сходится к a в l2.
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    Топология метрических пространств
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Значит, 
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    Замечание Нормированное пространство X  всегда связно, так как любые две его точки х и у можно связать непрерывным путем 
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    Теперь ясно, что граница
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    Наконец, 
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    Решение Покажем, что 
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    Покажем, что замыкание множества 
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    Очевидно, что данное множество ограничено.

    2 Для данного множества А выяснить, является ли множество 
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    Решение Множество 
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    Решение Множество 
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    Множество 
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    Множество 
[image: image473.wmf]В

 ограничено, так как 
[image: image474.wmf],

1

)

0

,

(

£

¥

x

r

 
[image: image475.wmf]B

x

Î

"

.

    Пример 3 
[image: image476.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

<

=

=

å

¥

=

1

2

1

)

(

,

1

k

k

x

x

A

p

.

    Решение Покажем, что множество 
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Значит, 
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    Покажем, что 
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 не ограничено. Рассмотрим последовательность
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Имеем: 
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    Решение Покажем, что 
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    Множество 
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 не является и замкнутым. Для доказательства рассмотрим последовательность 
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    Множество 
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    Тема 3
    Полнота метрических пространств

    1.3.1 Является ли последовательность 
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Таблица 1.3.1
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    Примеры решения типовых задач

    1 Является ли последовательность 
[image: image566.wmf]n

x

 фундаментальной в данном пространстве X? Найти 
[image: image567.wmf]lim

n

n

x

®¥

, если он существует.

    Пример 1 
[image: image568.wmf]3

/

5

1

0

5

/

3

5

/

3

)

(

)

(

)

,

(

],

1

;

0

[

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

ò

dt

t

y

t

x

y

x

L

X

r

,  

                       
[image: image569.wmf]ï

î

ï

í

ì

Ç

Î

Î

+

=

-

]

1

;

0

[

),

exp(

,

\

]

1

;

0

[

,

)

(

)

(

2

1

K

t

t

n

K

t

t

n

t

x

n

, где K – канторово множество.
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    Тот же результат мы получим, применив теорему Лебега о предельном переходе под знаком интеграла.
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    Решение Покажем, что данное пространство полно. Пусть (
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Вследствие неравенства Минковского, имеем 
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    Решение Рассмотрим последовательность 
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    Тема 4
    Непрерывные отображения
    1.4.1 Выяснить, является ли заданное отображение 
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    1.4.2 Является ли заданное отображение 
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: а) непрерывным; б) равномерно непрерывным; в) удовлетворяющим условию Липшица (таблица 1.4.2)?

Таблица 1.4.2
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    Примеры решения типовых задач
    1 Является ли заданное отображение 
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    Пример 1 
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    Решение  Очевидно, что заданное отображение определено на всем 
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    Решение  Пусть последовательность 
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(аналогичные вычисления показывают, что 
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    Решение Покажем, что отображение не является непрерывным. Возьмём последовательность 
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    Пример 4  
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    Решение  Покажем, что отображение не является непрерывным. Заметим, что 
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Возьмем последовательность 
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    2  Является ли заданное отображение 
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    Решение  а) Отображение 
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 является непрерывным, так как 
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    б) Покажем, что 
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 не является равномерно непрерывным. Возьмём 
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    в) Так как 
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 не является равномерно непрерывным, то оно не удовлетворяет условию Липшица (почему?).

    Пример 2 
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    Решение  Покажем, что 
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Следовательно, по теореме Лагранжа, 
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Так как 
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 удовлетворяет условию Липшица, то оно равномерно непрерывно, а потому и непрерывно.
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    Решение  Покажем, что 
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 удовлетворяет условию Липшица. Действительно,
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Так как 
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 удовлетворяет условию Липшица, то оно является равномерно непрерывным. 

    Пример 4 
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    Решение а) Покажем, что 
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    б) Покажем, что 
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 не является равномерно непрерывным. Пусть 
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    в) Так как 
[image: image962.wmf]F

 не является равномерно непрерывным, то оно не удовлетворяет и условию Липшица.
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    Решение  а)  Покажем, что 
[image: image964.wmf]F

 не удовлетворяет условию Липшица. Допустим противное, то есть что 
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    б) Покажем, что 
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 является равномерно непрерывным. 
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    Тема 5
    Компактные множества в метрических пространствах
    1.5.1 Выяснить, является ли множество М предкомпактным, компактным в 
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Таблица 1.5.1
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    1.5.2 Является ли множество М предкомпактным в 
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    Примеры решения типовых задач
    1 Выяснить, являются ли данные множества предкомпактными, компактными в 
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    Решение Проверим для множества М условия теоремы Арцела-Асколи.
    Рассмотрим функцию 
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    Проверим равностепенную непрерывность множества М. По теореме Кантора, 
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Значит, по теореме Арцела-Асколи, М − предкомпактно. 
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    Решение  Проверим критерий предкомпактности в 
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    Значит, множество М − предкомпактно.

    Тема 6
    Сжимающие отображения 
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    1.6.2  Применим ли принцип сжимающих отображений к заданному интегральному уравнению в пространстве Х при 
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Таблица 1.6.2
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Окончание таблицы 1.6.2
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    Примеры решения типовых задач

    1  Является ли отображение F метрического пространства X в себя сжимающим? Найти 
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    Решение  Оценим расстояние в 
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Значит, 
[image: image1202.wmf]F

 – сжимающее отображение с константой 
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    Пример 3 
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    Решение Допустим, что отображение F является сжимающим, то есть 
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    Подставив 
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    Правая же часть неравенства (1), как легко проверить, при этом значении х равна 
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    2 Применим ли принцип сжимающих отображений к заданному интегральному уравнению в пространстве Х при 
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    Решение  Определим отображение 
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Тогда исходное уравнение запишется в виде 
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    То, что отображение 
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При 
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Вычислив интеграл в левой части, получим 
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 является сжимающим, а потому для нахождения приближенного решения можно воспользоваться методом итераций (последовательных приближений).
    Поскольку 
[image: image1265.wmf]0

x

 выбирается произвольно, возьмём 
[image: image1266.wmf]0

()0

xt

=

. Дальнейшие приближения находятся по формулам 
[image: image1267.wmf]10

()

xfx

=

, 
[image: image1268.wmf]211

(),,(),...

nn

xfxxfx

+

==

K

.

    Установим номер k, при котором элемент 
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    Итак, приближённое решение с нужной точностью есть 
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     Найдем точное решение данного уравнения. Из (2) следует, что его решение имеет вид              
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    Примечание Первую часть решения можно сократить, если воспользоваться тем фактом, что норма линейного оператора 
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Поскольку норма есть точная константа в неравенстве ограниченности, отображение 
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    2 Линейные нормированные пространства и операторы   в них
    Тема 1
    Линейные нормированные пространства 
    2.1.1 Проверить, является ли функция p нормой в пространстве X. Образует ли пара 
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Таблица 2.1.1
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    2.1.2 Является ли множество А выпуклым в пространстве X (таблица 2.1.2)?
Таблица 2.1.2
	вариант
	X
	A
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    2.1.3 Проверить, является ли данная последовательность векторов  
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Таблица 2.1.3
	вариант
	X
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    2.1.4  Привести пример последовательности 
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)

n

xXY

ÌÇ

, которая сходится в X, но не сходится в Y, если пространства X и Y наделены 

естественными нормами (таблица 2.1.4).
Таблица 2.1.4
	вариант
	1
	2
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   2.1.5  Являются ли нормы p и q эквивалентными в пространстве E (таблица 2.1.5)?
Таблица 2.1.5
	вариант
	E
	p
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Окончание таблицы 2.1.5
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     2.1.6 Построить изоморфизм между фактор-пространством L/M и   

 одним из стандартных линейных пространств (таблица 2.1.6).

Таблица 2.1.6
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    Примеры решения типовых задач

    1 Является ли множество А выпуклым в пространстве Х?

    Пример 1 
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     Решение  Воспользуемся определением выпуклости. Возьмем   
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    Значит, множество А является выпуклым.
    2  Проверить, является ли заданная система векторов 
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    Решение  Покажем по определению, что система 
[image: image1387.wmf]2

1,,(),...,()

n

tatata

---

   является линейно независимой. Пусть 

                     
[image: image1388.wmf][

]

2

012

1()()...()0;

n

n

tatatatab

aaaa

×+-+-++-="Î

.                 (1)
 Подставив в это равенство 
[image: image1389.wmf]a

t

=

, получим 
[image: image1390.wmf]0

0

a

=

, а потому


[image: image1391.wmf]2

12

()()...()0

n

n

tatata

aaa

-+-++-=

.
Сокращая на 
[image: image1392.wmf]ta

-

 и снова полагая  
[image: image1393.wmf]a

t

=

, получим 
[image: image1394.wmf]1

0

a

=

. Продолжая  

этот процесс, окончательно будем иметь 
[image: image1395.wmf]01

...0

n

aaa

====

.

    Возможно другое решение: алгебраическое уравнение (1) не может  

иметь более n корней, если не все его коэффициенты равны нулю (по- 

чему?).
    Пример 2 
[image: image1396.wmf]],

1

;

0

[

C

X

=


                       
[image: image1397.wmf],

3

1

2

1

)

(

1

-

-

-

=

t

t

t

x



 EMBED Equation.3  [image: image1398.wmf],

3

1

2

1

)

(

2

-

+

-

=

t

t

t

x



 EMBED Equation.3  [image: image1399.wmf]1

3

1

2

)

(

3

-

-

-

=

t

t

t

x

.      
    Решение  Заметим, что 
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    3 Привести пример последовательности 
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Отсюда следует, что если 
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    Пример 3 
[image: image1436.wmf](2)

[0;1],[0;1].

XCYC

==


    Решение Рассмотрим последовательность 
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4 Выяснить, являются ли нормы p и q эквивалентными в данном пространстве X.

    Пример 1 
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    Решение  Очевидно, 
[image: image1455.wmf]1

l

x

Î

"

 
[image: image1456.wmf])

(

)

(

x

q

x

p

£

. Допустим теперь, что 

[image: image1457.wmf]1

:

0

l

x

a

Î

"

>

$

 
[image: image1458.wmf])

(

)

(

x

p

a

x

q

×

£

, т. е. 
[image: image1459.wmf]1

1

,

)

(

sup

)

(

l

x

n

x

a

n

x

n

N

n

Î

"

£

å

¥

=

Î

. 
При 
[image: image1460.wmf]1

,...

0

,

0

,

1

,...

1

,

1

l

x

праз

Î

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

3

2

1
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Полученное противоречие доказывает, что нормы p и q не эквивалентны.
    Пример 2 
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    Решение Заметим, что 
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. Полученное противоречие показывает, что нормы p и q не эквивалентны.

    Пример 3 
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    Решение  Так как 
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    Итак, мы доказали, что p и q – эквивалентные нормы.

    Пример 4 
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    Решение  В силу неравенства Коши-Буняковского, 
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    5 Построить изоморфизм между фактор-пространством L/M и одним из стандартных линейных пространств.
    Пример 1  
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    Решение Возьмем произвольный элемент 
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Это равенство показывает, что отображение 
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 корректно определено и инъективно. Очевидно также, что оно линейно и является сюръекцией (проверьте). Значит, 
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    Тема 2
     Линейные ограниченные операторы в банаховых
пространствах
    2.2.1 Пусть X,Y – нормированные пространства. Выяснить, совпадет ли область определения 
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    2.2.2 Доказать, что оператор умножения А: Х[image: image1523.png]


Y является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 2.2.2).
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    2.2.3 Доказать, что диагональный оператор, действующий из Х в Y, является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 2.2.3).
Таблица 2.2.3
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     2.2.4 Доказать, что оператор данный замены переменной, действующий из Х  в Y, является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 2.2.4).
Таблица 2.2.4
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    2.2.5 Доказать, что интегральный оператор, действующий из X в Y, является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 2.2.5).
Таблица 2.2.5
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Окончание таблицы  2.2.5
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    2.2.6 Для последовательности операторов 
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Таблица 2.2.6
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   Примеры решения типовых задач

    1 Пусть X,Y – нормированные пространства. Выяснить, совпадает ли область определения 
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    Решение  Возьмем 
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    Легко проверить, что А − линейный. Докажем, что А − ограниченный. Используя предыдущее неравенство, получаем
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Наконец, как известно, из ограниченности А следует его непрерывность.
    Пример 4 
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    Решение Здесь 
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Таким образом, из того, что 
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. Мы показали, что А не является непрерывным в нуле, значит, A не является непрерывным на .

    Пример 5 
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    Решение  Очевидно, что 
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То есть из того, что 
[image: image1694.wmf]0

®

n

x

, не следует, что 
[image: image1696.wmf]¥

®

®

n

A

Ax

n

,

0



. Значит, A не является непрерывным на .

    2  Доказать, что оператор 
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    а) Оператор умножения, действующий из X  в Y. 
    Пример 1 
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    Решение  Ясно, что A − линейный оператор.

Так как 
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то A ограничен с константой ограниченности 
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    Докажем теперь противоположное неравенство, т. е. что 
[image: image1703.wmf]2

/

1

³

A

. Для этого постараемся подобрать такой ненулевой вектор 
[image: image1704.wmf]0

x

, для которого неравенство (2) превращается в равенство. Возьмём 
[image: image1705.wmf]1

)

(

0

=

t

x

. Тогда, как легко посчитать, 
[image: image1706.wmf]2

/

1

,

1

)

(

,

1

0

2

0

0

=

+

=

=

Ax

t

t

t

Ax

x

.
 А так как , то 
[image: image1709.wmf]2

/

1

³

A

. Сопоставляя полученные неравенства, заключаем, что 
[image: image1710.wmf]2

/

1

=

A

.

    б) Диагональный оператор, действующий из 
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    Решение  Ясно, что A − линейный оператор. Так как 
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то оператор A ограничен, причем 
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    Пример 2 
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    Решение Оператор A − линейный. Докажем неравенство ограниченности:
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Значит, оператор А − ограничен, причем 
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В отличие от предыдущих примеров, здесь не существует ненулевого вектора, при котором неравенство (3) превращается в равенство (подумайте, почему?). Поэтому будем подбирать ненулевые векторы  х так, чтобы обе части (3) мало отличались друг от друга. Возьмём 
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    в) Оператор замены переменной.

    Пример 1 
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   Решение Oчевидно, оператор A − линеен. Докажем его ограниченность:
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поскольку, как легко проверить, 
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    Решение Oчевидно, что оператор A − линеен. Докажем его ограниченность:
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(мы воспользовались тем, что 
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Как и в примере 2 пункта б), не существует ненулевого вектора, при котором неравенство (5) превращается в равенство (подумайте, почему). Поэтому будем подбирать ненулевые векторы х так, чтобы обе части (5) мало отличались друг от друга. Возьмём последовательность 
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Значит, 
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Из полученных неравенств следует, что 
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    г) Интегральный оператор, действующий из X в Y.

    Пример 1 
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    Решение  Из свойства линейности интеграла следует, что А – линейный оператор. Далее, 

         
[image: image1756.wmf]ò

ò

ò

-

-

Î

-

-

Î

=

×

×

£

×

×

-

£

-

=

1

1

1

0

5

5

]

0

;

2

[

1

1

5

]

0

;

2

[

2

3

)

(

1

max

)

(

)

1

(

max

x

x

ds

s

ds

s

x

s

t

ds

s

x

s

t

Ax

t

t

.      (6)
    Значит, оператор А − ограничен, причем 
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Значит, 
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    Тема 3

    Обратные операторы
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    Примеры решения типовых задач
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    Решение  Очевидно, что А – линейный оператор. Докажем, что А  является биекцией. Рассмотрим уравнение 
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Ограниченность этого оператора следует из оценки
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    Решение  Очевидно, что А – линейный оператор. 

Запишем его в виде
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    Рассмотрим оператор дифференцирования 
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 при всех 
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 – левый обратный для оператора А.

    Покажем, что 
[image: image1932.wmf]B

 не является ограниченным оператором. Допустим противное, т. е.
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    Поскольку 
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, то А не является сюръекцией. Значит, правого обратного оператора не существует. Следовательно, не существует и 
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    3 Пусть 
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 – числовой параметр, 
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 − банахово пространство. Выяснить, при каких 
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 существует обратный оператор к оператору 
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, построить его. При каких 
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 оператор 
[image: image1946.wmf]A

l

 непрерывно обратим?

    Пример 1 
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    Решение Для нахождения обратного оператора рассмотрим в 
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 уравнение 
[image: image1949.wmf]y

x

A

=

l

, т. е. линейное дифференциальное уравнение
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Нужно выяснить, при каких 
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 у этого уравнения для любого 
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 существует единственное решение 
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для уравнения (6) должна иметь единственное непрерывно дифференцируемое решение. Воспользовавшись формулой для общего решения линейного дифференциального уравнения первого порядка, получим общее решение уравнения (6):
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Требуется узнать, при каких 
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 для любого 
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 найдется такое С, при котором формула (8) дает решение задачи (7). Подставив (8) в (7), получим после упрощений
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Возможны два случая:
    а) 
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. Тогда уравнение (9) имеет единственное решение 
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для любого 
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 существует обратный оператор, который мы найдем, подставив это С в равенство (8):
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    В силу теоремы Банаха об обратном операторе, непрерывность этого оператора будет следовать из непрерывности оператора 
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. Последний же факт легко доказать по Гейне. Действительно, если 
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Так как правая часть этого уравнения при некоторых непрерывных у (например, при 
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 не будет равна 0, то при этих у уравнение (9) не имеет решения (относительно С), а потому оператор 
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− не сюръективен. 

    Итак, обратный оператор к оператору 
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 существует тогда и только тогда, когда 
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. Причем при таких 
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 оператор 
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 непрерывно обратим.
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